
Mët sè ¡p döng cõa

ph÷ìng ph¡p ph¥n ho¤ch tªp hñp

Trành � o Chi¸n

Tr÷íng Cao �¯ng S÷ Ph¤m Gia Lai

Ph÷ìng ph¡p ph¥n ho¤ch tªp hñp �æi khi r§t húu hi»u trong vi»c gi£i mët sè b i

to¡n khâ, �°c bi»t �èi vîi b i to¡n Sè håc. B i vi¸t �· cªp �¸n ph÷ìng ph¡p n y, thæng

qua mët sè v½ dö �ìn gi£n. Mët sè b i to¡n khâ hìn s³ �÷ñc giîi thi»u trong möc B i

tªp, d nh cho c¡c b¤n håc sinh kh¡ giäi.

1. Kh¡i ni»m

C¡c tªp hñp kh¡c réng A1, A2, . . . , Ak �÷ñc gåi l  mët ph¥n ho¤ch cõa tªp hñp

A n¸u: A = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak,

Ai ∩ Aj = ∅, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, i 6= j.

Méi tªp con Ai (i = 1, 2, . . . , k) �÷ñc gåi l  mët th nh ph¦n cõa ph¥n ho¤ch.

2. �p döng gi£i to¡n

2.1. D¤ng to¡n y¶u c¦u n¶u ph¥n ho¤ch cõa tªp hñp

Mët sè b i to¡n, ph¥n ho¤ch tªp hñp l  y¶u c¦u trong �· b i. Sau �¥y l  mët sè v½

dö.

B i to¡n 1. Gi£ sû c l  sè húu t¿ d÷ìng v  kh¡c 1. Chùng minh r¬ng câ thº ph¥n

ho¤ch tªp c¡c sè nguy¶n d÷ìng th nh hai tªp kh¡c nhau A, B sao cho
x

y
6= c vîi måi

x, y còng n¬m trong A ho°c còng n¬m trong B.

Gi£i. �°t c =
p

q
, vîi p v  q l  hai sè nguy¶n tè còng nhau.

Tr÷îc h¸t ta th§y r¬ng sè khæng chia h¸t cho p v  khæng chia h¸t cho q th¼ �°t

th¶m chóng thuëc A ho°c B �·u �÷ñc, v¼ khæng £nh h÷ðng g¼ �¸n t½nh ch§t cõa 2 tªp

hñp n y �º thäa m¢n �i·u ki»n cõa b i to¡n �°t ra.

B¥y gií x²t c¡c sè chia h¸t cho p ho°c q. Chóng câ d¤ng kpmqn, vîi k khæng chia

h¸t cho p v  q. Ta chia c¡c sè �â th nh c¡c nhâm düa theo bªc (m + n) cõa chóng.

V§n �· cán l¤i l  c¦n ti¸p töc ph¥n c¡c sè câ còng bªc v o c¡c tªp hñp kh¡c nhau,

v¼ ch½nh nhúng sè n y, n¸u ð chung mët tªp hñp th¼ câ thº x£y ra tr÷íng hñp
x

y
= c.
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Nhªn x²t r¬ng, �º thäa m¢n �i·u ki»n cõa b i to¡n, ta c¦n tr¡nh th÷ìng
x

y
câ k¸t

qu£ m  trong �â p câ bªc 1, v¼ lóc �â câ thº
x

y
=

p

q
= c. Do �â, ta ch¿ c¦n ph¥n c¡c

sè câ còng bªc m  bªc p ch®n v o mët tªp hñp cán bªc p l´ v o mët tªp hñp kh¡c.

V½ dö vîi bªc 5: n¸u kp2q3, kp4q, kq5 thuëc tªp hñp A th¼ kpq4, kp3q2, kp5 thuëc

tªp hñp B (vîi k khæng chia h¸t cho p v  q), ...

Theo c¡ch chia nh÷ tr¶n ta th§y, �¢ ph¥n ho¤ch �÷ñc to n bë tªp hñp c¡c sè nguy¶n

d÷ìng th nh hai tªp hñp thäa m¢n �i·u ki»n �· b i.

B i to¡n 2. T¼m sè c¡c ph¥n ho¤ch tªp hñp {1, 2, . . . , n} th nh ba tªp con A1,

A2, A3 (c¡c tªp n y câ thº l  tªp réng) sao cho c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

1) Sau khi sp x¸p c¡c ph¦n tû cõa A1, A2, A3 theo thù tü t«ng d¦n, th¼ hai ph¦n tû

li¶n ti¸p luæn câ t½nh ch®n, l´ kh¡c nhau.

2) N¸u c£ ba tªp A1, A2, A3 �·u khæng réng, th¼ câ �óng mët tªp câ sè nhä nh§t l  sè

ch®n.

Gi£i. Ta câ thº gi£ thi¸t th¶m:

3) 1 ∈ A1 v  sè nhä nh§t trong A2 b² hìn sè nhä nh§t trong A3.

Ta x¥y düng c¡c ph¥n ho¤ch b¬ng c¡ch x¸p l¦n l÷ñt c¡c sè 1, 2, ..., n v o A1, A2,

A3 theo c¡c �i·u ki»n 1), 2) v  3).

Ta câ 1 ∈ A1, cán sè 2 câ hai kh£ n«ng: 2 ∈ A1 ho°c 2 ∈ A2 (do 3)).

N¸u A2 v  A3 cán l  tªp hñp réng, th¼ c¡c sè ti¸p theo, do �i·u ki»n 3), �·u ch¿ câ

hai c¡ch sp x¸p: v o A1 ho°c A2.

Sau khi ph¦n tû �¦u ti¶n cõa A2 �÷ñc x¸p, th¼ sè ti¸p theo ch¿ câ hai c¡ch x¸p: A2

ho°c v o A3 (v¼ sè �â câ còng t½nh ch®n, l´ vîi ph¦n tû cuèi cõa A1 lóc �â). Khi A3

cán l  tªp hñp réng th¼, do �i·u ki»n 1), 2), c¡c sè ti¸p theo công ch¿ câ hai c¡ch x¸p

v o hai trong ba tªp A1, A2, A3.

Sau khi ph¦n tû �¦u ti¶n cõa A3 �÷ñc x¸p, ta câ thº chùng minh ti¸p b¬ng ph²p

quy n¤p r¬ng, méi sè luæn câ thº v  ch¿ câ thº x¸p v o hai trong ba tªp A1, A2, A3.

Thªt vªy, gi£ sû �¸n mët b÷îc n o �â, sè k câ thº x¸p v o mët trong hai tªp Ai1 ,

Ai2 v  khæng thº x¸p v o Ai3 , vîi (i1, i2, i3) l  mët ho¡n và n o �â cõa (1, 2, 3),

ngh¾a l  k kh¡c t½nh ch®n, l´ vîi hai sè cuèi cõa Ai1 , Ai2 , v  còng t½nh ch®n, l´ vîi sè

cuèi cõa Ai3 lóc �â. Gi£ sû ta x¸p k v o Ai1 th¼ ð b÷îc ti¸p theo, sè k + 1 ch¿ câ thº

x¸p v o Ai1 ho°c Ai3 (do �i·u ki»n 1)), ngh¾a l  công câ �óng hai kh£ n«ng sp x¸p

�èi vîi k + 1.

Tâm l¤i, vîi méi sè trong tªp {1, 2, . . . , n}, trø sè 1, �·u cho ta hai kh£ n«ng sp

x¸p.
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Vªy câ 2n−1 ph¥n ho¤ch tªp {1, 2, . . . , n} v o ba tªp A1, A2, A3 theo y¶u c¦u

cõa b i to¡n.

B i to¡n 3. Cho tªp hñp M gçm n sè d÷ìng a1, a2, ..., an. X²t t§t c£ c¡c tªp hñp

con Ti kh¡c réng cõa M . Gåi si l  têng c¡c sè thuëc mët tªp hñp con Ti nâi tr¶n.

Chùng minh r¬ng câ thº chia tªp hñp t§t c£ c¡c sè si �÷ñc th nh lªp nh÷ vªy th nh n

tªp hñp con kh¡c réng khæng giao nhau sao cho t¿ sè cõa hai sè b§t ký thuëc còng mët

tªp hñp con vøa �÷ñc ph¥n chia khæng v÷ñt qu¡ 2.

Gi£i. Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an.

�°t S0 = 0, Sm = a1 + a2 + · · ·+ am (1 ≤ m ≤ n).

Gåi P = {si | Ti ⊆M}.
K½ hi»u Pm = {s ∈ P | Sm−1 < s ≤ Sm}, vîi m = 1, 2, . . . , n.

Ta chùng minh r¬ng c¡ch chia P th nh c¡c tªp Pm nh÷ tr¶n thäa m¢n �i·u ki»n

b i to¡n. Muèn vªy ta ch¿ c¦n chùng minh r¬ng, n¸u b ∈ Pm th¼ 2b > Sm.

Thªt vªy, do b > Sm−1 = a1 + a2 + · · · + am−1 v  b =
h∑

k=1

aik , n¶n ph£i tçn t¤i

ik (k = 1, 2, . . . , h) sao cho ik ≥ m.

Vªy b ≥ aik ≥ am = Sm − Sm−1 > Sm − b hay 2b > Sm (�i·u ph£i chùng minh).

2.2. D¤ng to¡n gi£i b¬ng ph÷ìng ph¡p ph¥n ho¤ch tªp hñp

Mët sè b i to¡n khâ, �æi khi líi gi£i kh¡ �ëc �¡o nhí ¡p döng ph÷ìng ph¡p ph¥n

ho¤ch tªp hñp. Sau �¥y l  mët sè v½ dö.

B i to¡n 4. Cho A l  tªp hñp gçm 16 sè nguy¶n d÷ìng �¦u ti¶n. H¢y t¼m sè

nguy¶n d÷ìng k nhä nh§t câ t½nh ch§t: trong méi tªp con câ k ph¦n tû cõa tªp hñp A

�·u tçn t¤i hai sè ph¥n bi»t a v  b sao cho a2 + b2 l  mët sè nguy¶n tè.

Gi£i. Gi£ sû k l  sè nguy¶n d÷ìng sao cho trong méi tªp con câ k ph¦n tû cõa tªp

hñp A �·u tçn t¤i hai sè ph¥n bi»t a v  b sao cho a2 + b2 l  mët sè nguy¶n tè.

X²t tªp con T gçm t§t c£ c¡c sè ch®n thuëc tªp A. D¹ th§y T câ 8 ph¦n tû v  vîi

a, b tòy þ thuëc T luæn câ a2 + b2 l  mët hñp sè. Tø �â suy ra k ≥ 9.

B¬ng c¡ch t½nh v  kiºm tra trüc ti¸p t§t c£ c¡c têng a2 + b2, vîi a, b ∈ A, ta �÷ñc

mët ph¥n ho¤ch gçm 8 tªp con cõa tªp A m  méi tªp con gçm hai ph¦n tû l  hai sè

câ têng b¼nh ph÷ìng l  mët sè nguy¶n tè:

A = {1, 4} ∪ {2, 3} ∪ {5, 8} ∪ {6, 11} ∪ {7, 10} ∪ {9, 16} ∪ {12, 13} ∪ {14, 15}.

Theo nguy¶n lþ Dirichlet, trong 9 ph¦n tû tòy þ cõa tªp A ph£i câ hai ph¦n tû

thuëc còng mët tªp con trong ph¥n ho¤ch n¶u tr¶n. Nâi c¡ch kh¡c, trong méi tªp con
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câ 9 ph¦n tû cõa tªp A �·u tçn t¤i hai sè ph¥n bi»t a, b m  a2 + b2 l  mët sè nguy¶n

tè.

Tø c¡c k¸t qu£ tr¶n, ta suy ra kmin = 9.

B i to¡n 5. Cho p v  q l  hai sè nguy¶n tè l´ nguy¶n tè còng nhau. Chùng minh

p−1
2∑

i=1

[
iq

p

]
+

q−1
2∑

j=1

[
jp

q

]
=

(
p− 1

2

)(
q − 1

2

)
.

Gi£i. Gi£ sû

A =
{

(i; j)
∣∣∣1 ≤ i ≤ p− 1

2
, 1 ≤ j ≤ q − 1

2

}
.

Khi �â

|A| =
(

p− 1

2

)(
q − 1

2

)
.

Ta ph¥n ho¤ch tªp A th nh c¡c tªp hñp

A1 = {(i; j) | qi > pj}, A2 = {(i; j) | qi < pj}, A3 = {(i; j) | qi = pj}.

Ta câ |A3| = 0. M°t kh¡c

|A1| =

p−1
2∑

i=1

[
iq

p

]
, |A2| =

q−1
2∑

j=1

[
jp

q

]
.

V¼ |A| = |A1|+ |A2| n¶n ta câ �i·u ph£i chùng minh.

B i to¡n 6. �èi vîi méi sè tü nhi¶n n ∈ N, h¢y t¼m sè tü nhi¶n k ∈ N lîn nh§t

thäa m¢n �i·u ki»n: trong tªp gçm n ph¦n tû câ thº chån ra �÷ñc k tªp con kh¡c nhau,

m  hai tªp b§t ký trong c¡c tªp con n y �·u câ giao kh¡c réng.

Gi£i. Gi£ sû X = {a1, a2, . . . , an}.
1) Chùng minh k ≥ 2n−1: Ta cè �ành ph¦n tû a1 v  ch¿ x²t c¡c tªp con A1, A2, . . . , Ak

câ chùa a1. Khi �â, sè tªp con n y b¬ng �óng sè tªp con cõa tªp {a2, a3, . . . , an} m 

∀i, j (1 ≤ i, j ≤ k) �·u câ a1 ∈ Ai ∩ Aj, n¶n k ≥ 2n−1.

2) Chùng minh k ≤ 2n−1: Gi£ sû chån �÷ñc k > 2n−1 tªp con cõa tªp X, m  giao

cõa hai tªp b§t ký trong c¡c tªp �÷ñc chån ra �·u kh¡c réng.

Chia t§t c£ 2n tªp con cõa tªp X th nh 2n−1 c°p sao cho trong méi c°p �·u gçm

tªp con v  ph¦n bò cõa nâ. V¼ sè tªp con chån ra lîn hìn 2n−1 n¶n theo Nguy¶n lþ

Dirichlet, ph£i câ ½t nh§t hai tªp con �¢ chån ra lªp th nh mët c°p. Do �â giao cõa

hai tªp n y b¬ng réng, m¥u thu¨n vîi t½nh ch§t cõa c¡c tªp �¢ chån ra. Vªy k ≤ 2n−1.

Tâm l¤i, sè tü nhi¶n k lîn nh§t thäa m¢n �i·u ki»n b i to¡n l : k = 2n−1.

B i to¡n 7. Khai triºn f(x) = (1 + x + x2 + · · ·+ x10)10, ta �÷ñc �a thùc f(x) =

a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ a100x

100. T½nh S = a0 + a1 + a2 + · · ·+ a10.
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Gi£i. Tr÷îc h¸t, ta chùng minh k¸t qu£ sau

Bê �·. Cho hai sè tü nhi¶n n, k. X²t tªp hñp:

Hn,k = {(x0, x1, . . . , xn) | x0, x1, . . . , xn ∈ N, x0 + x1 + · · ·+ xn = k}.

Th¸ th¼, ta câ: |Hn,k| = Cn
n+k.

Chùng minh Ta chùng minh bê �· tr¶n b¬ng ph÷ìng ph¡p quy n¤p theo n.

Khi n = 0 th¼ H0,k = {k}, |H0,k| = 1 = C0
k : kh¯ng �ành �óng.

Gi£ sû kh¯ng �ành �óng �¸n n− 1, n ≥ 1.

X²t ph¥n ho¤ch Hn,k = B0 ∪ B1 ∪ · · · ∪ Bk, trong �â (x0, x1, . . . , xn) ∈ Bj n¸u

xn = j, vîi j ∈ {0, 1, . . . , k}. Theo quy n¤p ta câ:

|Bj| = |Hn−1,k−j| = Cn−1
n−1+k−j, ∀j = 0, 1, . . . , k.

Dòng cæng thùc Ci−1
m + Ci

m = Ci
m+1, ta câ

|Hn,k| =
k∑

j=0

|Bj| =
k∑

j=0

Cn−1
n−1+k−j =

k∑
j=0

(Cn
n+k−j − Cn

n−1+k−j) = Cn
n+k.

Do �â ta câ �i·u ph£i chùng minh.

L÷u þ: |Hn,k| = Cn
n+k − Cn

n−1 = Cn
n+k, vîi quy ÷îc r¬ng Cn

n−1 = 0.

Trð l¤i vîi b i to¡n ð d¤ng têng qu¡t sau:

Vîi m, n ∈ N, khai triºn f(x) = (1 + x + x2 + · · ·+ xm)n+1 �÷ñc �a thùc

f(x) = a0 + a1x + · · ·+ am(n+1)x
m(n+1)".

Vi¸t cö thº khai triºn cõa f(x), ta câ

ai = |Hn,i| = Cn
n+i, ∀i = 0, 1, . . . , m,

(|Hn,i| > ai, n¸u i ≥ m + 1).

Nâi ri¶ng

a0 + a1 + · · ·+ am =
m∑

i=0

Cn
n+i =

m∑
i=0

(Cn+1
n+1+i − Cn+1

n+i ) = Cn+1
n+1+m.

B i to¡n �¢ cho l  tr÷íng hñp n + 1 = m = 10. Do �â S = C10
20 .

B i to¡n 8. Cho sè nguy¶n n ≥ 2. Gåi S l  tªp hñp gçm n ph¦n tû v  Ai (1 ≤
i ≤ m) l  c¡c tªp con kh¡c nhau v  gçm ½t nh§t hai ph¦n tû cõa S sao cho tø c¡c quan

h» Ai ∩Aj 6= ∅, Ai ∩Ak 6= ∅, Aj ∩Ak 6= ∅, ta suy ra �÷ñc Ai ∩Aj ∩Ak 6= ∅. Chùng

minh r¬ng: m ≤ 2n−1 − 1.
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Gi£i. Ta chùng minh b¬ng ph÷ìng ph¡p quy n¤p theo n.

Hiºn nhi¶n, ph¡t biºu ð �· b i �óng khi n = 2.

Gi£ sû n > 2 v  ph¡t biºu �óng vîi måi sè nguy¶n b² hìn n.

Ta x²t hai tr÷íng hñp:

Tr÷íng hñp 1: Khæng tçn t¤i i v  j n o �º Ai ∪ Aj = S v  |Ai ∩ Aj| = 1.

Gåi x l  ph¦n tû tòy þ thuëc S. Sè t§t c£ c¡c tªp Ai khæng chùa x lîn nh§t b¬ng

2n−2 − 1 theo gi£ thi¸t quy n¤p. Sè c¡c tªp con chùa x cõa S l  2n−1. N¸u x ∈ Ai th¼

s³ khæng câ j n o �º cho Aj = (S \ Ai) ∪ {x}, b¬ng khæng th¼ ph£i câ |Ai ∩ Aj| = 1.

Do vªy, qu¡ lm l  mët nûa c¡c tªp con chùa x cõa S xu§t hi»n d÷îi d¤ng c¡c tªp

Ai. Nh÷ th¸, sè lîn nh§t c¡c tªp Ai l  2n−2 − 1 + 2n−2 = 2n−1 − 1.

Tr÷íng hñp 2: Tçn t¤i mët ph¦n tû x ∈ S sao cho A1 ∪ A2 = S v  A1 ∩ A2 = {x}.
�°t |A1| = r + 1 v  |A2| = s + 1. Khi �â r + s = n− 1.

Theo gi£ thi¸t quy n¤p, sè lîn nh§t cõa c¡c tªp Ai sao cho Ai ⊆ A1 l  2r−1. T÷ìng

tü, sè lîn nh§t cõa c¡c tªp Ai sao cho Ai ⊆ A2 l  2s − 1.

N¸u Ai khæng ph£i l  tªp con cõa A1 v  A2 th¼ A1 ∩ Ai 6= ∅, A2 ∩ Ai 6= ∅.

V¼ A1 ∩ A2 6= ∅, n¶n A1 ∩ A2 ∩ Ai 6= ∅. Nh÷ vªy, ta câ A1 ∩ A2 ∩ Ai = {x}.
Do �â, Ai = {x} ∪ (Ai \A1) ∪ (Ai \A2). Ngo i ra, do c¡c tªp kh¡c réng Ai \A1 v 

Ai \ A2 câ thº �÷ñc chån t÷ìng ùng theo 2s − 1 v  2r − 1 c¡ch, n¶n sè lîn nh§t c¡c

tªp n y l  (2s − 1)(2r − 1). Cëng th¶m c¡c k¸t qu£ ri¶ng n y v o, ta nhªn �÷ñc sè lîn

nh§t c¡c tªp Ai l  2n−1 − 1.

3. B i tªp

B i 1.

T¼m sè c¡c tªp con A cõa tªp hñp {1, 2, . . . , 10}, bi¸t r¬ng A chùa �óng 5 ph¦n

tû v  têng t§t c£ c¡c ph¦n tû cõa A chia h¸t cho 5.

H¢y n¶u b i to¡n têng qu¡t.

B i 2.

Chùng minh r¬ng tªp hñp {1, 2, 3, . . . , 100} câ thº �÷ñc vi¸t th nh hñp cõa 10

tªp hñp ríi nhau A1, A2, . . . , A10, sao cho måi Ai, i = 1, 2, . . . , 10, �·u câ chùa 10

ph¦n tû v  têng gi¡ trà c¡c ph¦n tû cõa nhúng Ai �â �·u b¬ng nhau.

H¢y n¶u b i to¡n têng qu¡t.

B i 3.

Vîi méi sè nguy¶n r ≥ 1, x¡c �ành sè nguy¶n nhä nh§t h(r) ≥ 1 sao cho vîi

méi c¡ch chia tªp hñp {1, 2, . . . , h(r)} th nh r tªp con �·u tçn t¤i c¡c sè nguy¶n
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a ≥ 0, y ≥ x ≥ 1 sao cho a + x, a + y, a + x + y thuëc còng mët tªp con.

B i 4.

Vîi sè tü nhi¶n tòy þ n > 3 cho k = n(n + 1)/6 v  tªp Xn gçm n(n + 1)/2 ph¦n

tû, trong �â câ k ph¦n tû m u xanh, k ph¦n tû m u �ä, c¡c ph¦n tû cán l¤i �· m u

trng. Chùng minh r¬ng câ thº chia tªp Xn th nh n tªp con tøng c°p khæng giao nhau

A1, A2, . . . , An, sao cho vîi sè m tòy þ (1 ≤ m ≤ n), tªp con Am gçm �óng m ph¦n

tû v  c¡c ph¦n tû �·u còng m u.

B i 5.

Vîi c¡c tªp hñp sè X v  Y , ta �ành ngh¾a:

XY = {xy | x ∈ X, y ∈ Y } ; X2 = XX.

a) Chùng minh r¬ng tªp Q+ c¡c sè húu t¿ d÷ìng câ thº ph¥n ho¤ch �÷ñc th nh 3

tªp A, B, C ríi nhau thäa m¢n BA = B, B2 = C, BC = A.

b) Chùng minh r¬ng t§t c£ c¡c lªp ph÷ìng cõa c¡c sè húu t¿ d÷ìng �·u thuëc A

theo ph¥n ho¤ch tr¶n.

c) T¼m c¡c ph¥n ho¤ch Q+ = A∪B∪C nh÷ vªy sao cho khæng câ sè nguy¶n d÷ìng

n n o, n ≤ 34, m  n v  n + 1 còng thuëc A, ngh¾a l 

min{n ∈ N∗ | n ∈ A, n + 1 ∈ A} > 34.
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